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基于狭义相对论转动质量效应的X�ray光谱分析
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摘 � 要 � 基于狭义相对论的基本观点, 研究了特征 X�ray 的产生机理, 分析了在狭义相对论下转动质量效应

对 X�r ay光谱的影响, 导出了一个计算 X� ray 特征波长的公式, 同时对计算推导的特征波长值做了系统的误

差分析, 得到了相对误差的规律。结果表明, 计算推导的波长值与实验的波长值相比是非常的接近的, 并且

随着原子序数的增加, 转动质量效应对特征波长的影响越来越明显, 研究结果在实际应用中对分析特征

X�ray光谱具有一定的参考意义。
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引 � 言

� � X�ray 是 1895年伦琴发现的 , 它是一种波长很短的电磁

波, 波长范围是 0� 001~ 10 nm, 因此它具有非常强的穿透

力。1912 年德国物理学家劳厄发现 X�ray 通过晶体时产生衍

射现象, 证明了 X�r ay的波动性。X�ray 被广泛地应用于晶体

的结构分析和材料的元素分析等领域, 对于促进科学技术的

发展产生了巨大而深远的影响。

在分析特征 X�r ay的波长时, 通常取的电子质量都是原

子核外电子的静质量, 一般都没有考虑在狭义相对论下转动

质量效应对 X�r ay光谱的影响。

本文基于爱因斯坦狭义相对论[1] 的基本理论原理, 在经

典量子理论的基础上, 研究了特征 X�r ay[ 2, 3] 的辐射机理, 分

析了在狭义相对论下转动质量效应对 X�ray 光谱的影响, 得

到了一个基于狭义相对论原理计算 X�ray 特征波长的公式,

并且通过理论计算得到了在转动质量效应下常见元素的

X�ray特征波长值, 对研究和分析特征 X�ra y光谱具有一定的

参考意义。

1 � X�ray 光谱形成的基本原理

� � X�ray 光谱通常由连续谱和特征谱组成。对于 X�ray 光

谱, 其连续谱是由高能电子与构成阳极靶的原子碰撞时, 电

子失去动能所辐射出的光子产生的。由于每个电子可能产生

多次碰撞, 而每次碰撞电子所损失的能量又可能不同, 因此

就辐射出不同频率的光子而形成连续谱 X�r ay。在 X�r ay 谱

中, 其特征谱是与阳极靶的组成元素紧密相关的, 特征 X�

r ay表征的是各元素的本征特性, 它是各原子的内层电子跃

迁辐射的结果。

特征谱和可见光谱一样, 是由原子内部电子做能级跃迁

辐射一定频率光子的结果。但是由于 X�ray 光子能量比可见

光光子的能量大得多, 所以不可能是原子中外层电子的能级

跃迁的结果, 但可以用内壳层电子的能级跃迁来加以说明。

然而, 在正常情况下, 由于原子的内壳层都已填满了电子,

根据泡利不相容原理[ 4] 可知, 电子不可能再跃入。在这里高

能加速电子的碰撞起了关键的作用, 高能加速电子的碰撞可

以将内壳层的电子击出原子, 而在原来位置留下一个空穴。

根据能量最低原理, 处在较高能级的不稳定电子会跃入低能

级空穴而形成稳定状态 , 而在电子的跃迁过程中就会辐射出

具有一定频率的高能量的特征 X�r ay。

通常把电子由 L 层跃迁填充 K 层空穴时所产生的特征

X� ray 称为 k�辐射, 同理还有 k�辐射、k 辐射。不过由于离

原子核越远的电子所产生的跃迁概率越小, 所以高次辐射的

强度也就越来越弱, 因此在 X�ray 光谱分析中, 通常主要采

用的是 k�辐射, 在忽略电子自旋对电子运动状态影响的情

况下, 它近似一束单色的特征 X� ray。

根据爱因斯坦光子能量公式[ 5] E= 2!∀f , 只要能够知道



特征 X�r ay的波长就可以间接的确定靶的组成元素, 实现对

靶的测定和分析。以及通过已知的 X�ray 的 k�辐射波长 #和

晶体掠射角∃, 就可以对晶体的晶面间距 d 进行测定, 从而

分析晶体的周期特性[6] 。

2 � 狭义相对论转动质量效应

� � 狭义相对论涉及的是无加速运动的惯性系, 它是根据爱

因斯坦的相对性原理的假设和光速不变原理的假设而创立起

来的一套完整的理论。

相对性原理的假设: 物理规律对所有惯性系都是一样

的, 不存在任何一个特殊的惯性系。

光速不变原理的假设: 在任何惯性系中, 光在真空中的

速率都相等。

基于上述相对论的基本假设, 在洛伦兹变换[ 7] 的基础

上, 可以得到在相对论中运动物体的转动质量与速率的关系

%=
%0

1 - &2

c2

(1)

其中: %为物体的相对论质量, %0 为物体的静质量, &为物体

的速率, c 为光速。

由于核外电子的速率主要由轨道速率所决定, 于是核外

电子的相对论质量 %n 可以由 Bohr�Sommer feld 量子化条件

进行分析。

3 � 狭义相对论下转动质量效应对 X�ray 光谱

的影响

� � 研究狭义相对论中转动质量效应对 X� ray 光谱的影响,

其基本理论原理就是通过爱因斯坦狭义相对论转动质量效应

的基本原理, 在经典量子理论的基础上, 研究特征 X�ray 的

辐射机理, 分析狭义相对论的转动质量效应对 X�r ay 特征波

长的影响。

特征 X�r ay表征的是各元素的本征特性, 它是各原子的

内层电子跃迁辐射的结果。通过较外层的电子跃迁填充就会

辐射出能量光子, 本文所研究的主要是在狭义相对论中转动

质量效应对特征 X�r ay的 k�辐射波长的影响。

在忽略电子自旋[8] 对电子运动状态影响的情况下(即忽

略电子自旋轨道耦合能量微扰的情况下) , 对于原子序数为 z

的原子, 其 K 层电子填满时具有两个电子, 考虑同层电子间

的库仑屏蔽, 其屏蔽常数[ 9] ∋1 约为 1, 对其中一个电子, 另

一个电子相当于受到核电荷数为 z - 1 的库仑场作用。当 K

层出现空穴, L 层电子向K 层跃迁填充时, L 层内的电子主

要受到K 层电子的库仑屏蔽作用, 其屏蔽常数 ∋2 约为 1, L

层电子相当于受到核电荷数为 z - 1 的库仑场作用。

根据经典量子理论, 在忽略电子自旋对电子运动状态影

响的情况下, 原子核外电子是分层排布的, 它们在一定的轨

道上绕核作圆周运动, 其量子化分布服从 Bohr�Sommerfeld

量子化条件[10] 。

根据 Bohr�Sommer feld 量子化条件

�p dq = nh

� � 化简得

%n&nr n = n∀ ( 2)

其中: %n 为第 n 层电子的质量, &n 为第 n 层电子的速率, r n

为第 n 层电子的轨道半径, ∀为狄拉克常数。

绕核圆周运动的电子服从库仑运动的条件

( z - ∋n) e2

4!(r 2
n

=
%n&2

n

r n

化简得

%nr n&
2
n =

( z - ∋n) e
2

4!(
( 3)

其中: z 为原子序数 , ∋n 为第n 层电子的屏蔽常数, e 为电子

电量, r n 为第n 层电子的轨道半径, (为真空介电常数。

根据( 2)和( 3)式, 可得第 n 层电子的速率

&n =
( z - ∋n ) e2

4!(n∀
( 4)

第 n层电子的轨道半径

r n = 4!(n2∀2

( z - ∋n )%ne
2 ( 5)

� � 第 n层电子的总能量E n 为其动能E k 与势能 E&的总和

En = Ek + E&

En =
1
2
%n&

2
n -

( z - ∋n) e2

4!(r n
( 6)

将( 4)和( 5)式代入( 6)式, 化简得

En = -
%n ( z - ∋n) 2 e4

32!2(2∀2
1
n2 ( 7)

� � 特征 X�ray 的 k�辐射是由原子 L 层( n= 2)电子跃迁填

充 K 层( n= 1)空穴时的辐射光子结果, 跃迁填充过程中辐

射光子的能量为如下的形式

 E = E2 - E1 ( 8)

根据光子能量公式 E= 2!∀f 和光子速度公式 c= #f , 可得辐

射光子的波长为

#= 2!∀c
E 2 - E1

( 9)

将( 7)式代入( 9)式, 于是特征 X�ray 的波长公式可表示为如

下的形式

#=
64!3∀3(2 c

[ %1 ( z - ∋1 ) 2 - 0� 25%2( z - ∋2 ) 2 ] e4 (10)

根据狭义相对论, 由( 1)和( 4)式可得第 n 层电子的相对论质

量为

%n =
%0

1 -
&2
n

c2

(11)

由于
&2
n

c 2 < < 1, 根据泰勒级数, 则:

%n =
%0

1-
&2
n

c2

 %0 1+
&2
n

2c2 (12)

将( 4)式代入( 12)式, 则 K 层( n= 1)电子的相对论质量为

%1 =
%0

1 -
&2

1

c2

 %0 1 +
( z - ∋1 ) 2 e4

32!2(2∀2c2 (13)
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则 L 层( n= 2)电子的相对论质量为

%2 =
%0

1-
&2

2

c2

 %0 1+
( z - ∋2 ) 2 e4

128!2(2∀2 c2 ( 14)

将( 13)和( 14)式代入( 10)式化简, 于是在狭义相对论中元素

k�辐射的波长公式可简化为如下( 15)式的形式

#=
64!3∀3(2 c

%0 e
4 ( z - ∋1 )

2 -
( z - ∋2 ) 2

4
+

( z - ∋1 ) 4 e4

32!2(2∀2 c2
-

( z - ∋2) 4 e4

512!2(2∀2c2

- 1

( 15)

其中: 圆周率 != 3� 141 5, 电子屏蔽常数 ∋1 = ∋2 = 1, 电子静

质量%0 = 9� 11 ! 10- 31 kg, 真空介电常数(= 8� 85! 10- 12 F∀

m- 1 , 狄拉克常数∀= 1� 05! 10- 34 J ∀ s, 光速 c= 3� 00 ! 108

m ∀ s- 1 , 电子电量 e= 1� 60! 10- 19 c。

从上式可以看出特征X�ray 的 k�辐射波长#是关于原子

序数 z 的函数。

4 � 结果与讨论

� � 根据( 15)式推导的特征 X�r ay 波长公式, 可以从理论上

计算出 M g, A l, Ca, Si等元素的 k�辐射波长值, 将计算的

各波长分别与参考文献[ 11] 的实验波长相比较, 如表 1 所

示。

Table 1� Comparison of characteristic wavelength between experimental and calculation

元素 z 实验值/ � 计算值/ � 相对误差/ % 元素 z 实验值/ � 计算值/ � 相对误差/ %

Na 11 11� 910 1 12� 005 2 0� 79 Sb 51 0� 471 8 0� 444 7 5� 74

Mg 12 9� 890 0 9� 914 7 0� 25 Te 52 0� 452 8 0� 426 1 5� 89

Al 13 8� 340 1 8� 324 8 0� 18 I 53 0� 434 8 0� 408 6 6� 02

Si 14 7� 126 3 7� 087 4 0� 54 Xe 54 0� 417 9 0� 392 1 6� 18

P 15 6� 158 0 6� 105 6 0� 85 Cs 55 0� 401 8 0� 376 4 6� 31

S 16 5� 373 1 5� 313 6 1� 10 Ba 56 0� 386 6 0� 361 7 6� 44

Cl 17 4� 728 8 4� 665 3 1� 34 La 57 0� 372 3 0� 347 7 6� 60

Ar 18 4� 192 8 4� 128 1 1� 54 Ce 58 0� 358 6 0� 334 5 6� 72

K 19 3� 742 4 3� 677 9 1� 72 Pr 59 0� 345 7 0� 321 9 6� 87

Ca 20 3� 359 5 3� 296 9 1� 86 Nd 60 0� 333 4 0� 310 0 7� 01

Sc 21 3� 032 0 2� 971 7 1� 99 Pm 61 0� 321 7 0� 296 8 7� 29

Ti 22 2� 749 7 2� 691 7 2� 10 Sm 62 0� 310 6 0� 288 0 7� 29

V 23 2� 504 8 2� 449 1 2� 22 Eu 63 0� 300 0 0� 277 7 7� 42

Cr 24 2� 291 0 2� 237 5 2� 33 Gd 64 0� 289 9 0� 268 0 7� 55

Mn 25 2� 103 1 2� 051 8 2� 44 T b 65 0� 280 3 0� 258 7 7� 70

Fe 26 1� 937 4 1� 887 9 2� 55 Dy 66 0� 271 1 0� 249 8 7� 83

Co 27 1� 790 3 1� 742 5 2� 66 H o 67 0� 262 3 0� 241 4 7� 95

Ni 28 1� 659 2 1� 611 3 2� 78 Er 68 0� 253 9 0� 233 4 8� 08

Cu 29 1� 541 8 1� 497 2 2� 89 T m 69 0� 245 9 0� 225 7 8� 22

Zn 30 1� 436 4 1� 393 1 3� 01 Yb 70 0� 238 2 0� 218 3 8� 35

Ga 31 1� 341 4 1� 299 3 3� 13 Lu 71 0� 230 9 0� 211 3 8� 50

Ge 32 1� 255 4 1� 214 5 3� 26 H f 72 0� 223 8 0� 204 5 8� 60

As 33 1� 177 2 1� 137 4 3� 37 Ta 73 0� 217 1 0� 198 1 8� 75

S e 34 1� 106 1 1� 067 3 3� 50 W 74 0� 210 6 0� 191 9 8� 87

Br 35 1� 041 1 1� 003 3 3� 63 Re 75 0� 204 4 0� 186 0 9� 01

Kr 36 0� 981 4 0� 944 7 3� 74 Os 76 0� 198 4 0� 180 3 9� 12

Rb 37 0� 926 9 0� 890 9 3� 88 Ir 77 0� 192 7 0� 174 8 9� 27

Sr 38 0� 876 7 0� 841 4 4� 02 Pt 78 0� 187 1 0� 169 6 9� 35

Y 39 0� 830 2 0� 795 8 4� 14 Au 79 0� 181 8 0� 164 6 9� 47

Zr 40 0� 787 3 0� 753 7 4� 27 Hg 80 0� 176 7 0� 159 7 9� 60

Nb 41 0� 747 6 0� 714 6 4� 40 T l 81 0� 171 8 0� 155 1 9� 73

Mo 42 0� 710 7 0� 678 5 4� 53 Pb 82 0� 167 0 0� 150 6 9� 81

T c 43 0� 676 5 0� 644 9 4� 67 Bi 83 0� 162 4 0� 146 3 9� 91

Ru 44 0� 644 5 0� 613 6 4� 79 Po 84 0� 158 0 0� 142 2 10� 02

Rh 45 0� 614 7 0� 584 4 4� 92 At 85 0� 153 8 0� 138 2 10� 16

Pd 46 0� 586 9 0� 557 2 5� 06 Rn 86 0� 149 6 0� 132 7 10� 20

Ag 47 0� 560 9 0� 531 7 5� 20 Fr 87 0� 145 6 0� 134 3 10� 28

Cd 48 0� 536 5 0� 507 8 5� 34 Ra 88 0� 141 8 0� 127 0 10� 40

In 49 0� 513 6 0� 485 5 5� 47 Ac 89 0� 138 1 0� 123 6 10� 50

Sn 50 0� 492 1 0� 464 5 5� 61 T h 90 0� 134 5 0� 120 2 10� 58
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� � 分析表 1 中的两组数据, 可以比较得出计算的特征 k�

辐射的各波长值与它们各自所对应的实验波长值相比是非常

的接近的, 并且随着原子序数的增加, 两者间的相对误差先

变小后变大, 狭义相对论下转动质量效应对特征波长的影响

越来越明显。

通过表 1 中特征 X�ra y 的 k�辐射波长的实验值和计算

值, 可得到特征 X�ray 的 k�辐射波长的实验值与计算值的比

较图, 如图 1 所示。

Fig� 1 � Characteristic wavelength of
experimental and calculation

� � 通过图 1 所示的特征 X�r ay 的 k�辐射波长的计算值与

实验值的变化规律可以知道, 特征 X�ray 的 k�辐射波长的计

算值与实验值两者之间是非常的接近的, 并且随着原子序数

的增加, 它们之间的 k�辐射波长的变化规律基本上是一致

的。

利用布拉格方程[ 12] 2dsin∃= n#, 如果知道晶体的晶面间

距 d, 掠射角 ∃, 就可以计算特征 X�r ay 的波长 #, 通过( 15)

式就可以确定构成靶的各原子的原子序数 z , 从而确定组成

靶的各种元素。以及通过已知的晶体掠射角 ∃和特征 X�ra y

的 k�辐射波长#, 利用布拉格方程就可以计算出晶体的晶面

间距 d, 从而分析晶体的周期性结构。

5 � 结 � 论

� � 基于狭义相对论的基本观点, 在经典量子理论的基础

上, 研究了特征 X�r ay 的产生机理, 分析了在狭义相对论下

转动质量效应对 X�ray 光谱的影响。结果表明, 计算推导的

波长值与实验的波长值相比是非常的接近的, 并且随着原子

序数的增加, 转动质量效应对特征波长的影响越来越明显,

但是它们之间 k�的辐射波长的变化规律基本上是一致的,

研究结果在实际应用中对分析特征 X�ra y光谱具有一定的参

考意义。
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Abstract� Based on special r elativ ity , the format ion mechanism of char acteristic X�r ay has been studied, and the influence o f ro�

tat ional mass effect on X�ray spect rum has been g iven. A calculation formula o f the X�ray w aveleng th based upon special r elativi�
t y w as der ived. Err or analysis w as carr ied out sy stemat ically for the calculation values o f character istic w aveleng th, and the rules

of relativ e erro r w ere obtained. It is show n that the values of the calculat ion are very clo se to the experimental values, and the

effect of rot at ional mass effect on the char acter istic wavelength becomes more evident as the atomic number incr eases. The result

of the study has some refer ence meaning for the spectrum analysis o f char acteristic X�ray in applicat ion.
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