
第29卷 , 第12期 � � � � � � � � � � � � 光 谱 学 与 光 谱 分 析 Vol� 29, No� 12, pp3169-3172
2 0 0 9 年 1 2 月 � � � � � � � � � � � � Spectro sco py and Spectr al Analysis December , 2009 �

亚像元光谱图重建算法
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摘 � 要 � 获取高分辨光谱图需要克服探测器空间分辨率低的问题。一个有效解决方案是融合多幅相互间在

像面内有亚像元位移的低分辨光谱图为一幅高分辨光谱图。为此提出了平均带限递推亚像元算法。根据亚

像元递推公式的双向性, 分别沿首-末和末-首两个方向各自递推出一组亚像元值, 并将它们的平均值作为最

终亚像元值。基于高斯单、双峰的数值实验表明, 该方法可有效提高重建亚像元光谱图的精度。
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引 � 言

� � 现代光谱仪器主要采用光电探测器, 因为它们具有灵敏

度高、动态范围大、线性性好 , 时间分辨率高等优势。但光

电探测器也有一个明显的缺点: 空间分辨率低。这表现在两

个方面: 一是像元较大, 通常在 10~ 20 �m 左右, 约比感光

胶粒大 5~ 10 倍, 这样它在空间对光谱像积分所产生的模糊

就大; 二是抽样率低, 它的抽样间隔取决于像元间隔, 可以

说, 也比感光板的抽样间隔大 5~ 10 倍。克服探测器空间分

辨率低问题的直接方法是减小像元尺寸。受必需的信噪比、

工艺等制约, 像元减小余地很有限, 如在 0� 35 �m CM O S 工

艺下, 探测器像元的极限尺寸约为 5 �m [1] , 而且越接近极限

尺寸, 代价也越难以承受。替代直接减小像元尺寸的一种行

之有效的方法是亚像元技术, 它利用同一光谱分布的多幅低

分辨率光谱图, 融合重建出高分辨率的光谱图[2- 4] 。对于相

互间在像面内有固定亚像元微位移的序列低分辨率光谱图的

融合, 常用方法是依据各光谱图像元所对应的空间坐标, 将

它们直接重新排列为一幅新的光谱图[ 2, 3]。这相当于像元大

小不变, 像元间距倍减。从已有工作可知[ 5] , 像元大小比其

间距对光谱图分辨率的影响更大。因此, 求取亚像元值就成

为方法探索方向。在该方面, Claudio等[ 4] 针对像元大小和其

间距近似相等的情况, 提出了递推求取亚像元值的方法, 但

其单向递推及低通滤波器纹波等会导致谱线轮廓失真, 峰值

偏移。本文为此提出了平均带限递推算法, 并通过数值实验

验证了它的效果。

1 � 平均带限递推亚像元算法

� � 基本的亚像元算法如图 1( a)所示, 设探测器像元大小为

a, 抽样间隔为 d, 各次探测间引入固定的微位移 x � = d/ K ,

其中 K 为细分系数, 是大于 1 的自然数。这样, 最多只能得

到 K 个不同的探测序列。若待测光谱像为 f g ( x ) , 第 k 次探

测的输出为 S k ( nK ) , nk = 0, �, N - 1, 则

Sk( nK ) = �
a+ nd+ kx�

nd+ kx
�

f g ( x ) dx � k = 0, 1, �, K - 1 ( 1)

直接将各序列元素按它们对应的抽样位置排列, 则有

S(n) = {S 0( 0) , S1 (0) , �, SK- 1 ( 0) , S0 ( 1) , S1 ( 1) , �,

S K- 1( 1) , �, S0 ( N - 1) , S1 ( N - 1) , �, SK- 1 ( N - 1) }

( 2)

这样, S( n) , n = 0, �, KN - 1与任意一次探测相比, 抽样

率均提高了 K 倍, 以它为离散观测数据重建谱线像, 就能获

得超过任一次探测的分辨率。基本算法简单易用, 可以成倍

提高抽样率, 却不能减小像元积分的影响。上文已说明, 像

元空间积分的影响比抽样率的影响要大的多, 特别是在 a 与

d 接近时, 而这正是大多数探测的情况, 如大中型光谱仪主

要采用的无缝扫描探测和微小型光谱仪中主要采用阵列探测

器。易知, 无缝扫描和阵列探测器的共同特点是 a � d。仔细

的分析就会发现, 这种情况下, 是可以减小像元积分的影

响。如图 1( b) 示意, 不妨设 a = d, 细分系数为 K , 则

Sk ( nK ) =�
( n+ 1) d+ kx�

nd+ kx�
f g ( x )dx � k = 0, 1, �, K - 1 ( 3)



与此同时, 若用一个像元大小和抽样间隔均为 d/ K 的探测器

探测, 则输出 s (m) 为

s( m) = �
(m+ 1)d/ k

md /K
f g ( x )dx � m = 0, 1, �, K - 1 (4)

Fig� 1 � Schematic illustration of sub- pixel algorithm

易知 Sk ( nK ) 与 s( m) 间有如下关系

Sk ( nK ) = �
( n
K
+ 1)K + k- 1

m= nK K+ k

s ( m) (5)

按基本算法, 将各次探测所得不同 Sk ( nK ) 重新排列, 可得新

序列 S( n) 如( 2)式, 结合( 5)式可得

S( n) = �
n+ K- 1

m= n

s ( m) (6)

由( 6)式可得下列递推关系

S (n + 1) - S( n) = s (n + K ) - s( n) (7)

进一步可得

s( n + K ) = S( n + 1) - S( n) + s( n) (8)

� � 这样, 如果 K 个初值 s ( 0) , s( 1) , �, s( k- 1) 已知, 就

可以求出所有 s( n)。若认为 S(n) 对应原始像元输出(称为像

元值) , 那么 s( n) 将对应它细分 K 份后的输出(称为亚像元

值) , 这样就获得了亚像元信息。

由求亚像元值的递推过程知, K 个亚像元初值是关键。

准确的亚像元初值实际上得不到, 只能得到测量或估计值。

下面分析亚像元初值误差对各亚像元值的影响。设仅有初值

误差, 令 ŝ( 0) , ŝ (1) , � , ŝ( k- 1) 为初值估计, 则可求出亚

像元估计值 ŝ( n)

ŝ( n) = S( n - K + 1) - S (n - K ) + ŝ ( n- K ) (9)

那么, 各亚像元值的估计误差 �( n)为

�( n) = ŝ( n) - s( n) = [ S( n- K + 1) -

S( n- K + 1) ] - [ S( n- K ) - S (n - K ) ] +

ŝ ( n- K ) - s( n- K ) = �( n- K )

( 10)

显然, 各亚像元值的估计误差是一个周期序列, 它的每个周

期都由 K 个初值误差组成, 其值为, �(0) = s(0) - ŝ( 0) ,

�(1) = s(1) - ŝ (1) , �, �( K - 1) = s(K - 1) - ŝ (K - 1) 。

此时, 将亚像元估计值改写为

ŝ ( n) = s(n) + �( n) ( 11)

则亚像元估计值序列可以看作是亚像元真值序列与一个周期

为 K 的误差序列的叠加。这个结论很重要, 它揭示出亚像元

估计值序列由两个周期特性截然不同的序列组成, 那么就有

可能在频率域分开。如果对 ŝ( n) 进行离散傅里叶变换

( DFT ) , 并令 ŝ�( n) , s�( n) , ��( n) 分别为 ŝ( n) , s( n) , �( n) 的

离散傅里叶变换, 则有

ŝ�( n) = s�( n) + ��( n) (12)

与 �( n)相比 s( n) 变化缓慢, 因此 s�( n) 将占据 ŝ�( n) 的低频部

分。�( n) 是以 K 为周期的序列, 因此��( n) 将是周期性的频

谱线。由DF T的特点知[ 6] , 若一个以K 点为周期的序列共有

M 点, 则它的 DF T 将由对应频率F, 2F, 3F, �的分立频谱

线组成, 其中 F = f s / K 为基频, f s 是序列的抽样频率。因

此, ��( n) 将对应ŝ�( n) 中位于n = M / K , 2M/ K , �处的分立

频谱线。这样, 如果 s�( n) 的取值主要在n < M / K 的范围内,

就可以采用截止频率为 f c = F(即 nc = M/ K ) 的低通滤波器

H L ( n) 将对应初值误差的频率成份滤除, 即有

ŝ�L ( n) = ( s�( n) + ��s ( n) ) H L ( n) (13)

� � 此时, ŝ�L ( n) 中不再含有初值误差频谱, 对它进行反傅

里叶变换就可得到亚像元值序列 ŝ�L ( n)。当亚像元真值序列

s( n) 的截止频率在 F 以下, 且不含其他噪声时, 可以准确恢

复它, 有

ŝL ( n) = s(n) (14)

� � 当亚像元真值序列 s( n) 的截止频率大于F , 或含其他噪

声时, 则可以得到 s( n) 的近似值

ŝL ( n) � s( n) (15)

� � 显然, 滤波器通带和阻带特性会影响重建效果。通常的

数字滤波器在通带和阻带都不可避免地有纹波[ 6] , 它会导致

亚像元值序列也产生纹波。解决该问题, 可以采用分别沿两

个方向递推, 将它们结果平均的方法。即利用关系

s1 ( n+ K ) = S(n + 1) - S (n) + s( n)

s2 ( n) = S( n) - S( n + 1) + s( n+ K )

s = ( s1 + s 2) / 2

(16)

� � 虽然这要求额外的初值 s( N * K + 1) , s (N * K + 2) ,

�, s( ( N + 1) * K - 1) , 但增加信息, 有助于提高算法的抗

干扰能力。

至此解决了递推亚像元分析算法中关键的初值误差问

题, 建立了平均带限递推亚像元算法, 利用它可以求出亚像

元值, 获得更好的超分辨复原效果。

2 � 递推亚像元分析算法的分辨率

� � 利用递推亚像元分析算法, 可以获得实际像元细分后的

亚像元值, 从而提高了系统分辨率。但无止境的细分是否意

味着能无限的提高分辨力呢? 这里将从截止频率的角度讨论

递推亚像元算法以提高分辨力的潜力。

首先讨论理想情况, 即不存在任何误差。根据递推亚像

元分析算法的原理, 它的效果相当于采用了像元大小和抽样

间隔都缩小 K 倍的探测器, 根据文献可写出它等效系统的传

递函数为
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H s( x ) = H o ( u) sinc( ( a/ K ) u) H r ( u) H d ( u) +

�
k � z, k�0

H u- k
d / K

sinc (a/ K ) u - k
d / K

H r ( u) H d ( u) = H s0_K ( u) + H sk_K ( u)

( 17)

� � 如果仅考虑探测系统对分辨率的贡献, 可以看出对应像

元积分的 sinc 因子第一个零点扩展了K 倍, 而且假响应的中

心也外移了 K 倍, 所以它不仅增大了基带响应, 也抑制了假

响应。就 sinc 因子第一个零点来说, 可以认为截止频率提高

了K 倍, 也就是分辨率提高了 K 倍。这与基本亚像元分析算

法成鲜明对比, 后者仅假响应中心外移 K 倍, 而 sinc 因子零

点没有变化, 如果从这一点讲, 分辨率是没有实质性变化

的。

理论上递推亚像元算法可以无限提高探测系统分辨率,

但实际中总是要受限制的。就平均带限递推亚像元算法本身

而言, 潜力就有限。根据算法原理, 为消除初值误差的影响,

必须对亚像元估计值序列进行低通滤波, 其截止频率为 F =

f s / K , 其中 f s 为亚像元估计值序列的抽样频率, 若设探测系

统实际抽样频率为 f S , 则有

f s = f SK ( 18)

此时有

F = f S ( 19)

也就是说, 递推带限亚像元分析能够利用到的信号频率上限

就等于探测系统实际的抽样频率, 即它的理论分辨率为探测

系统的实际抽样率。将信号频谱在 F 处截短时, 相当于认为

它的截止频率 f c = F = f S , 此时对应的奈奎斯特率(即信号

频谱不发生混叠的最小抽样率) 应为 f sc = 2f c = 2f S。对照

式( 18) 知, 这个条件只需细分系数 K = 2, 即求出半像元值

就可以了。

显然, 大于 2 的细分系数, 不再带来更高的截止频率,

从这一点上说, 就没有必要采用。当然, 信号实际的截止频

率可能大于 F, 如果仅令细分系数 K = 2, 那么在截短后低

频中就不可避免的混入了高频成份, 这就必须增大细分系

数, 提高等效抽样率, 以尽量减小混叠。此外, 大的细分系

数对应着小的等效像元, 也会减小像元积分模糊。尽管大于

2 的细分系数 K 能改善F 以下的信号频谱, 从而提高实际获

得的分辨率, 但在现有的算法中, 它们不能越过 F , 因此不

再从根本上改变分辨率。

3 � 平均带限递推亚像元分析算法仿真

� � 为验证算法的有效性, 进行了基于 M AT L AB 平台的仿

真。高斯分布较为典型[ 7] , 研究中通常以它为对象 , 因此合

成光谱图由 3 个高斯峰组成, 其中 2 个较为接近, 用以说明

算法对双峰分辨率的增强, 另一个较远的则用来说明算法对

单峰的影响。设像元大小 a和像元间隔d 均为1, 并根据上节

算法与谱线截止频率关系的分析, 令双峰的半高宽均为1� 4,

单峰半高宽较窄为 1� 28, 这样它们都大于实际探测系统的抽

样间隔。令细分系数为 4, 即每次移动 1/ 4 抽样间隔, 则可以

得到 4 个光谱探测序列, 为体现更一般的情况, 分别给它们

叠加了高斯白噪声, 其信噪比为10。图2 所示 f ( x ) 为合成的

光谱图, S i ( x ) , i = 1, 2, 3, 4为相互间有1/ 4抽样间隔位移

的观测光谱图。可以看到探测系统相对较大的像元和抽样间

隔导致了它们的轮廓失真, 且除 S1 ( x ) 外, 其余都已分辨不

出双峰中的小峰。噪声则加剧了失真。

Fig� 2 � Synthetic spectrogram and its 1/ 4 pixel

shifted observations

� � 图 3 是由( 7)式获得的递推亚像摘序列的频谱(图中已

标出)和利用切比雪夫一致逼进法设计的低通滤波器(图中已
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标出)。图中将亚像元抽样频率的一半 ( f s / 2) 归一化为 1, 则

F = f s / 4 = 0� 5。如前面分析的那样, 光谱信号占据着低频,

初值误差则是以 F 为周期的分立频谱线, 而噪声则导致分立

的频谱线展宽并混入低频部分。由本例情况, 可利用截止频

率 f c 为0� 4 的低通滤波器将所需亚像元序列的频谱取出。根

据切比雪夫一致逼进法设计的低通滤波器能够很好的实现这

一目的, 它的幅频响应在通带约为1, 阻带约为零, 但都有细

小的纹波。

� � 图 4是各种亚像元重建算法的比较, 各图中虚线是合成

光谱图真值, 实线是亚像元重建光谱图。y s
0
( x ) 是直接采用

递推算法重建结果。y s
1
( x ) 是带限递推算法重建结果。

y s
2
( x ) 是采用平均带限递推算法重建结果。y S ( x ) 是基本亚

像元算法重建结果。直接采用递推算法的重建结果不断振

荡, 根本无法分辨任一合成谱线。这与前述初值误差影响的

分析是吻合的。基本亚像元算法重建结果已能清晰分辨双

峰, 但重建谱线轮廓畸变较大, 受噪声影响严重。带限递推

算法相比基本算法重建的谱线轮廓质量提高很大, 很接近理

论谱线, 但峰位置有偏移。而平均带限递推算法则基本与理

论谱线吻合。

� � 仿真结果表明对亚像元算法的分析是正确的, 所提出的

平均带限递推亚像元算法能很好的解决基本递推算法所面临

的初值问题, 并且有较强的抗干扰能力, 能有效重建高分辨

光谱图。
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YA N G H ua-i do ng , CH EN K e- x in, H E Q ing- sheng , JIN Guo- fan

St ate Key Labor ator y o f Pr ecision M easur ement T echnolo gy and Instruments, T singhua U niver sity, Beijing � 100084, China

Abstract � Insufficient spatial resolution o f detecto rs is an o bstacle to capt ur ing spectra w ith hig h r eso lutio n. A n effectiv e solut ion

is sub- pix el resto ration, which can resto re a hig h r eso lutio n spect rog ram fr om sub- pixel shifted low resolution ones. In the pr es-

ent paper , an alg or ithm for sub- pix el resto ratio n is sug gested. It utilizes the bidir ect ional r ecursiv e r elation betw een sub- pixel

values and estimates each sub- pix el value fr om bo th dir ect ions of head- end and end- head. A s a result, the aver aged v alue will be

accepted as the sub- pix el v alue. N umer ical experiments on sing le g auss pr ofile and super po sitio n ones ver ified the effectiveness of

the algo rithm.

Keywords� Spectr a; Sub- pix el; Resolut ion
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