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几种人眼波前像差重建算法的对比研究
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摘 � 要 � 介绍了基于 H artmann�Shack 传感器的 Zernike 模式法人眼波前像差重建模型和包括 Gram�Schmidt

正交变换﹑ H ouseholder 变换和奇异值分解在内的 3 种算法的具体推导过程以及对比分析结论, 并利用实

验测量数据进行了仿真, 结果表明 3种算法精度相当, 奇异值分解算法是较为理想的人眼波前像差重建算

法。
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引 � 言

� � 人眼视网膜是结构复杂的机体组织, 不仅眼睛本身的疾

病而且人体的其他疾病都可以在眼底得到反映。因此获取高

分辨率的视网膜图像, 可为视觉生理研究和疾病的早期诊断

提供前所未有的有力工具。近年来, 自适应光学技术应用到

眼科, 使这一设想成为可能[ 1�3]。在此过程中, 人眼波前像差

的重建和校正是两个最核心环节。

利用 H�S( H artmann�Shack)传感器间接测得畸变波前上
离散的波前斜率, 并由此复原人眼像差, 是比较常用的重建

途径[4�6]。目前应用较多的重建方法有模式法﹑区域法以及

近年来刚发展起来的从光强分布重建波前等[ 7]。

在研究国家( 863 计划)科研项目内容的基础上, 给出基

于 H�S 传感器的 Zernike模式法人眼波前像差重建模型和相

应 3种算法的具体推导过程以及对比分析结论, 并利用实验

测量数据进行仿真, 验证算法精度。

1 � 仿真模型

� � 模式法重建波前可选择的基底函数较多, 其中, Zernike

多项式由于能将波前相位展开成各种像差的组合以及其良好

的数学特性, 在表述人眼像差方面应用比较广泛[ 8�11]。

Zernike模式法重建波前的本质是建立 Zernike项与波前

传感器所测斜率之间的关系, 进而求解出 Zernike 系数, 从

而得到整个人眼波前像差的表达式[12]。对于 H�S 传感器其
子孔径内的斜率与 Zernike多项式系数的关系为
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� � 其中�x 和�y 为波前相位测量误差 , n为模式项数, S i 为

子孔径归一化面积。对于有 m 个子孔径的 H�S 传感器, 其与

n 项 Zernike系数的关系用矩阵表示为
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记为

g2m = G2m� ncn + � ( 3)

其中 g2m 为斜率向量, G2m � n为 Zernike 偏导数矩阵, cn 为

Zernike模式系数向量。如果模式重建结果达到一定的拟合

精度, 即( 3)式中�足够小时, 此时

g = Gc ( 4)

� � ( 4)式即为基于 H�S 传感器的 Zernike 模式法人眼波前

像差重建模型。

( 4)式中的 G其行数 2m 通常远远大于列数 n, 因此该方

程组是超定方程组。绝大多数情况下, 超定方程组没有古典

意义下的解。本文所讨论的最小二乘解是它的一种广义解,

是指使残差的 2�范数取极小值的解, 即

�g- Gc* � 2 = min
X � Rn
�g - Gc� 2 ( 5)

� � 利用该准则可推导出线性方程组
GTGc = GTg ( 6)

( 6)式为求解最小二乘问题的法方程组, 解其即可得模式系

数 c。但在实际应用中, 特别是所处理的数据量较大的情况,

直接构造的法方程组往往是严重病态的, 会造成计算错误,

使重建失败。为避免该问题, 可以有 3 类方法: 一是从基底

函数系入手, 通过变换函数族的基底来改善法方程组的状

态, 如 Gram�Schmidt 正交变换; 二是直接从 ( 4)式入手, 应

用 H ouseholder 变换把系数矩阵正交三角化, 从而得到精确

求解; 三是利用奇异值分解求广义逆的方法来求解模式系

数。下面分别论述。

2 � 算法描述

2� 1 � Gram�Schmidt正交化方法
在利用法方程组求解系数过程中, 法方程组常出现病

态, 这是由于 Zernike 多项式在离散采样点上不正交造成

的[13]。可以利用 Gram�Schmidt 正交变换求出在波差数据点

上离散正交的一组基底函数来避免该情况, 具体论述如下:

利用该正交变换将线性无关的向量组 G1 , G2 , �, Gn 变

换为一组与之等价的正交向量组 P1 , P2 , �, Pn, 则( 4)式可

转化为

g = Pb ( 7)

其中 b= [ b1 , b2 , �, bn ] T , 用最小二乘法[14]解( 7)式即可得

系数向量 b(可参见张运海( 2007)的博士论文, 南京航空航天

大学航空宇航制造工程系)。

由 Gram�Schmidt正交化过程可知
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将( 8)式代入( 4)式并与( 7)式比较, 得
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� � 据此, 可以写出原来的模式系数 c 的代数表示式

cn = bn

c j = bj - �
n

i= j+ 1

e j ic i � j = 1, 2, �, n - 1
(10)

� � 由上述过程可知, Gr am�Schmidt 正交变换仍离不开法

方程组的构造, 只是在一定程度上改善了它的状态。

2� 2 � Householder变换法

( 6)式与( 4)式的条件数存在如下的关系

cond(GTG) = cond( G) 2 ( 11)

由上式看出法方程组的条件比超定方程组的差, 这常常使解

法方程组所引起的误差比直接解( 4)式舍入 G时引起的误差

大很多, 从而引入了更多的模式复原误差。因此可以直接从

( 4)式入手, 用 H ouseho lder 变换对系数矩阵 G 进行正交三

角化, 直接求得模式系数。

设 x � Rn , �= � � x � 2 , 且假定 x � - �e1 , 则可找到一
个 Householder 矩阵 H, 使

Hx = - � e1 (12)

其中 e1= (1, 0, �, 0) T。

对( 4)式中的 G运用上述性质经过 n 步, 可得

Gn+ 1 = H nH n- 1 �H 2H 1G = QG =
R

O
( 13)

即利用 Householder 变换产生了一个 n 阶正交矩阵 Q =

H nH n- 1 �H 2H 1 , 使得 QG是上三角矩阵。其中 R为 n 阶上

三角非奇异实矩阵, O为(2m- n) � n 零矩阵。相应地将 2m

维向量 Qg 分块成 n 维向量 g1 和( 2m- n)维向量 g2 , 求其残

量 2�范数, 即

� r� 2 = �g - Gc� 2 = �Q( g - Gc) � 2

= �g1 - Rc� 2 + �g2� 2 ( 14)

� � 令 g1- Rc= 0, 则� r � 2 达到最小, 此时 Rc= g1 , 可解

得

c = R- 1 g1 ( 15)

� � 由上可知, Householder 变换完全避免法方程组的构造,

因而非常稳定, 但该方法计算量较大, 由算法约化 G� R2m � n

大约需要 2n3/ 3 次乘法。

2� 3 � 奇异值分解法
( 4)式中系数矩阵 G� R2m � n , 其秩满足 r � n, 对其进行

奇异值分解, 即

G = U
� 0

0 0
UT (16)

其中 � = diag (�1 , �2 , �, �r ) , 且 �1 � �2 � � ��r � 0, �1,

�2 , �, �r 称为矩阵 G 的奇异值。

令 z= UT c, m= VTg, 把它们分块
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� � 显然, 当 z 1 = �- 1m1 时, �g- Gc�2= min, 于是
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z =
�- 1m1
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, � z 2 � Rn- r ( 17)

都是 � g - Gc � 2 = min 的解, 但若取 z 2 = 0, 即 z =

�- 1m1

z 2

, 则
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是极小最小二乘解。

矩阵 G的加号广义逆定义为

G+ = U
�- 1 0

0 0
VT ( 19)

所以( 18)式又可写为

c = G+ g ( 20)

� � 上述过程指出如何用矩阵的奇异值分解来求解模式系数
(即使当系数矩阵非列满秩)。由 ( 16) , ( 19)和( 20)式可以看

出奇异值分解算法求解模式系数的过程就是利用奇异值分解

来求系数矩阵广义逆的过程。

3 � 仿真结果

为考核上述算法的计算精度, 采用 H�S 传感器对实际的人眼

波前像差进行测量。根据所得 127 个质心点坐标和相应质心

偏移量, 采用 35 项 Zernike多项式, 利用上述 3 种算法分别

进行人眼波前像差的重建, 其中 Gram�Schmidt 正交变换法
是被大家公认和实验证明了的精度较高的算法[ 14]。重建所

得 Zernike系数和精度如表 1 所示, 其中 rms 值是人眼波前

像差本身的均方差值。

Table 1 � Mode coeff icients and precision of wave�f ront aberration reconstruction of human eye

Gram�S chmidt 正交 H ou seholder 变换 奇异值分解

1 0 0 0

2 0 0 0

3 - 0� 379 486 425 326 098 - 0� 379 486 425 326 099 - 0� 379 486 425 326 098

4 - 0� 669 201 035 766 956 - 0� 669 201 035 766 957 - 0� 669 201 035 766 957

5 � 0� 032 807 071 232 782 � 0� 032 807 071 232 783 � 0� 032 807 071 232 782

6 - 0� 033 606 531 286 083 - 0� 033 606 531 286 081 - 0� 033 606 531 286 082

7 - 0� 053 323 741 002 287 - 0� 053 323 741 002 286 - 0� 053 323 741 002 285

8 - 0� 097 790 000 704 398 - 0� 097 790 000 704 397 - 0� 097 790 000 704 399

9 � 0� 001 669 230 592 516 � 0� 001 669 230 592 515 � 0� 001 669 230 592 516

� � � �

30 - 0� 016 416 568 351 820 - 0� 016 416 568 351 810 - 0� 016 416 568 351 820

31 � 0� 005 977 243 371 055 � 0� 005 977 243 371 056 � 0� 005 977 243 371 055

32 - 0� 013 762 195 725 072 - 0� 013 762 195 725 072 - 0� 013 762 195 725 073

33 - 0� 001 022 494 728 884 - 0� 001 022 494 728 885 - 0� 001 022 494 728 884

34 � 0� 018 849 845 734 457 � 0� 018 849 845 734 458 � 0� 018 849 845 734 458

35 - 0� 000 210 664 153 048 - 0� 000 210 664 153 048 - 0� 000 210 664 153 049

rms � 0� 580 958 927 449 376 � 0� 580 958 927 449 379 � 0� 580 958 927 449 377

� � 根据表 1 数据可以计算出其余 2 种算法与 Gram�

Schmidt正交化方法所求得的各项模式系数之间的相对误

差, 从而检验各算法的重建精度, 相对误差根据以下公式计

算

c1i - c0i
c0i

� 100% ( 21)

其中 c0i为 Gram�Schmidt正交化方法求得的第 i 项模式系数,

c1i分别为其余 2 种算法重建出的第 i项模式系数。

由表中数据计算得出, 各项重建系数的相对误差数量级

都在 10- 14以内。此外, 同时对多只模拟眼和人眼的实测数

据进行波前重建, 其各项重建系数与 Gram�Schmidt 正交化

方法所求得的各项模式的相对误差均在数量级 10- 12以内。

由上述结果可知, 3 种算法重建精度相当, 且都具有很

高的精度。但在实际计算中发现, 在相同 Zernike 多项式阶

数的情况下, G ram�Schmidt 正交化方法虽没有出现系数矩

阵严重病态的情况, 但在构造正交归一函数系时却存在严重

的相关, 有时会得不到稳定的解 ; H ouseholder 变换和奇异

值分解算法都避免了法方程组的构造, 因此都非常稳定, 但

是奇异值分解算法理论简单, 计算步骤较少, 易于编程。

4 � 小 � 结

� � 人眼波前像差的重建是基于自适应光学技术获取高精度

视网膜图像的重要环节。论文通过理论分析和数值仿真得

出, 基于奇异值分解的人眼波前像差重建算法性能更优, 论

文的研究为搭建基于自适应光学的人眼高精度视网膜成像系

统提供了算法支持。
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Comparative Study on Algorithms for Wave�Front Aberration
Reconstruction of Human Eye
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Co llege of M echanical & Electrica l Eng ineering , Nanjing University o f Aeronaut ics and Astr onaut ics, Nanjing � 210016, China

Abstract� Zernike mode reconst ruct ion model of human eye w avefr ont aber rations based on Ha rtmann�Shack senso r is int ro�

duced. T hree algo rithms, including G ram�Schmidt or thogonal tr ansformation, Householder t ransfo rmation and singular v alue

decomposit ion, ar e deduced and compared with each o ther . Through simulation by the experimental data, the results suggest

that the accuracy o f the three methods is equiv alent and singula r v alue decomposition is the relatively ideal alg or ithm o f w ave�
front aberr ations of human eyes.

Keywords � Imaging optics; Wavefront aberr ation r econstr uction o f human eye; G ram�Schmidt o rthogonal tr ansfo rmation;

Householder transformation; Singular value decomposition
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