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基于广义判别分析的光谱分类
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摘 要 提出了基于广义判别分析 ( generalized discr iminant ana lysis, GDA ) 方法对恒星 ( Star )、星系

( Galax y)和类星体( Quasar s)的光谱进行分类。广义判别分析将核技巧与 Fisher 判别分析结合起来, 通过非

线性映射将样本集映射到高维特征空间 F, 在 F 空间中进行线性判别分析。实验对比了 LDA , GDA , PCA,

KPCA 算法对于恒星、星系和类星体的光谱分类性能。结果表明基于 GDA 的算法对于这 3 种类型光谱的分

类正确率最高, LDA 次之; 尽管 KPCA 也是一种基于核的方法, 但是选择主成分个数较少时效果较差, 甚

至低于 LDA ; 基于 PCA 的分类效果最差。
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引 言

天文分类技术具有相对特殊的背景, 目前使用的方法许

多是基于 PCA 的线性的方法[ 1, 2]和基于神经网络的非线性

方法[3]。近年来, 随着统计理论的发展, 基于核技术的学习

方法如 SVM [ 4]、核主成分分析( KPCA ) [ 5]和核 F isher判别分

析( kernel fisher discriminant, KFD) [ 6]在模式识别与机器学

习领域的优越表现引起了各行业学者的广泛关注。因为核学

习方法既可以提取数据的非线性特征, 又有较好的推广能

力。KPCA 由 Scho lkopf [ 5] 首先提出, 随后 Mika[ 6] 提出了基

于核的 Fisher 判别分析算法( KFD)。KPCA是一种用于描述

数据的非线性的特征提取方法, KFD 是用于分类的非线性

的特征提取方法, 后者更适合分类问题。KFD的主要思想是

将样本数据集非线性映射到高维特征空间, 以求数据能够线

性可分或近似线性可分, 然后在核特征空间中进行线性

Fisher 判别分析, 找到最利于分类的投影方向, 从而导致输

入空间的非线性判别能力。Baudat 等[ 7] 将 KFD 发展到多类

问题, 称之为 gener alized discr iminant analysis( GDA )。

KFD(或者 GDA)能够抽取基于分类的非线性特征, 它

不像神经网络那样依赖对模型的选择, 而且也不存在维数灾

难和局部极小值问题, 因而它在许多实际分类问题中非常有

效。在天文光谱的分类问题中, 面对的数据依然是具有非线

性特征的, 天体红移和类型的耦合使得我们在做分类时遇到

了很大的困难。由此, 我们尝试用基于核技术的广义判别分

析( GDA )对于恒星、星系和类星体进行分类, 得到了较好的

实验结果。

本文结构如下, 第 1 部分简单的介绍了多类的线性

F isher判别分析; 第 2 部分的广义判别分析为基于核技术的

多类线性判别分析; 第3 部分是 KPCA 与 GDA 的联系; 第4

部分为实验结果及分析 ; 第 5 部分为全文总结。

1 多类的线性 Fisher 判别分析

F isher线性判别分析的本质在于找到一个子空间, 使得

各个类别在这个子空间中能较好地分离, 易于分类器的设

计[ 8]。

假设有一组 N个d 维样本的集合A = { x 1 , x 2 , !, x N ∀

Rd } = #
c

j = 1
A j , d ∃ c, 其中, c为类别数; A j 是第 j 类的n j 个

样本构成的样本子集, N = %
c

j = 1

n j 。

常用的标准 Fisher 准则函数如下

J ( W ) = | W T SBW | / | W T SWW | ( 1)

S B , SW 分别称为类间散度矩阵和类内散度矩阵
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1
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x
i
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x i ; 为全体样

本的均值, = 1
N %
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nk k 。求解使得公式( 1)最大化的矩阵

W的列向量是下列等式中的非零特征值对应的特征向量

S Bw i = iS Ww i  ( S B - iS W ) w i = 0)

文献[ 9]提出扩展的 F isher准则函数

J ( W ) = | W TS BW | / | W T ST W | (2)

ST = S W + SB , ST 称为总散度矩阵。在寻找最优投影方向

时, 公式( 1)和( 2)是等价的。

2 广义判别分析

广义判别分析( GDA)的思想是通过一个非线性映射, 将

输入空间的样本映射到高维特征空间, 在这个特征空间中进

行线性 Fisher 判决分析, 从而实现相对于输入空间的非线性

判决分析[6, 7]。

令  为输入空间到特征空间 F 的非线性映射, 即

 : Rd & F, x |& ( x )

参照准则函数 ( 2) , 在 F 空间中进行线性 Fisher 判决,

其扩展的准则函数为

J ( W  ) = arg max
W
 
( | ( W  ) T S  

BW
 | / | ( W  ) T S  

T W
 | )

(3)

其中, W  ∀ F; 假设数据在 F 空间已经中心化[ 5] , S  
B 和 S  

T

为相应的 F 空间的类间散度矩阵和总散度矩阵
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其中,  
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求最优的 W  等价于求解下述广义特征值和特征向量问

题:

iS
 T W  

i = S  
BW

 
i , i = 1, !, m,

1 ∃ 2 ∃ ! 2 ∃ m , m ∋ c - 1 (5)

注意到 W  的列向量W  
i 一定在 ( x 1 ) ,  ( x 2 ) , !,  ( x N ) 张

成的空间 F 中, 因而存在系数 !ij ( j = 1, !, N ) , 使得

W  
i = %

N

j = 1

!i j  ( x j ) , i = 1, !, m (6)

将公式( 5)两边同乘  ( x l )
T , 得到
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公式( 5)与公式( 7)有相同的特征向量解。

F 空间的维数非常高, 加上  是一个隐式的映射, 使得

数值计算异常困难。为了便于数值计算, 将上述公式表达为

F 空间中的内积形式。为此引入核函数[4]

k( x , y ) = (  ( x ) (  ( y ) ) (8)

综合( 4) , ( 6) , ( 8)整理得[7]

K K!= KMK! (9)

其中, K 为N ) N 的矩阵, K i j = (  ( x i ) (  ( x j ) ) ; M 为N

) N 的块对角阵, M = (M k ) , k = 1, !, c。M k 是元素均为

1/ nk 的nk ) nk 的矩阵。

将 W  
i 归一化得到: !

T
i K!i = 1 。

对于测试数据 z , 它在 F 空间中的像  ( z ) 在 W  
i 上的投

影为

(W  
i (  ( z ) ) = %
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总结上述讨论, GDA的主要计算步骤如下。

( 1)在 F 空间要找到 Fisher判决的最优投影方向等价于

求公式( 5)的特征向量解;

( 2)将求解公式( 5)的 W  转化为求解公式(9) 的 !;

( 3)对于任意测试数据 z , 根据公式( 10)求其在 F空间中

W  
i 方向上的投影。

可以看出, 不必给出显示的非线性映射  , 所有的运算

都是通过输入空间中定义的内积核函数来完成的, 这就是所

谓的核技巧。不同的核函数表示不同的非线性映射  。常用

的核函数有高斯核, 多项式核和 Sigmoid 核[ 4]。

3 广义判别分析与核主成份分析 ( KPCA )的

联系

文献 [ 10] 提出了 KFD( kernel fisher discriminant )的框

架: 先基于 KPCA 的 m 个主成分得到空间 R m , 然后在此空

间进行线性判别分析。该文使用标准 F isher准则函数

J (W  ) = ar g max
W  
( | ( W  ) T S  

BW  | / | (W  ) T S  
TW  | )

在本小节中, 我们使用扩展的准则函数( 2) , 作为上述框架

的补充。

由公式( 5)知: 若 S 
T 可逆, 则 W  

i 就是( S  
T ) - 1 S  

B 关于特

征值 i的特征向量。实际问题中S  
T 经常不可逆。为此有许多

正则化方法来解决这个问题。

核 PCA 方法则是找到一组最优的投影方向最大化总散

度矩阵, 即

J PCA ( W
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其中 | ( W  ) T W  | = I。W  的列向量是互相正交的投影向

量, 它是 S  
T 关于非零特征值 的特征向量。由此看出, 核

PCA找到的投影方向也去除了S  
T 的零空间, 并且特征值 的

大小代表了样本集方差的大小。设(∀1 , ∀2 , !, ∀m ) 是 S  
T 相

应的 m个最大特征值对应的特征向量, m = rank( S  
T )。对于

输入空间的任意 x , KPCA变换后可以得到: y = PT  ( x ) , y

= ( y 1 , y 2 , !, y m ) T , P = (∀1 , ∀2 , !, ∀m )。定义特征空间

F 中的子空间 # = span{∀1 , ∀2 , !, ∀m } , 它的正交补空间记

为 # ∗。实际上, # ∗ 就是 S  
T 的零空间。因此 S  

T W
 
#
∗ = 0, F

= # + # ∗。于是, F 空间中的扩展的 F isher 准则函数为
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[ 11] , 从而( 11)
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此时可以得出, 基于扩展的 Fisher准则函数的广义判别

分析依然可以纳入到文献[ 10]所提的框架中: 在核 PCA 张

成的子空间中进行 LDA 可以得到核 F isher 的投影向量, 前

提是去掉了 S  
T 的零空间。

4 实验结果与分析

将 GDA 算法用于恒星、星系和类星体的自动分类。实

验数据来自 SLOAN 的 DR2 的光谱数据库, 其中恒星有

1 878条, 星系 2 529 条, 类星体 3 026 条。光谱波长范围:

380~ 900 nm, 步长取为 1 nm, 插值后每条光谱 521 个点。

将整条光谱作为输入参与 GDA 的运算。

为了确定核函数的参数, 恒星、星系和类星体光谱各取

1 000 条作为交叉验证样本集(训练样本集 ) , 剩下的作为测

试数据集。实验分别对比了线性判别分析( LDA )和 GDA 算

法的结果。其中 GDA 的核函数取为高斯核函数: k( x , Y ) =

exp(- + x - y + 2 / ∃2 ) 。因为有三类数据, 所以投影方向有 2

个。

图 1所示的是三类数据基于 LDA 在第 1、第 2 个投影方

向上的投影结果。图 2 所示的为三类数据基于 GDA 算法在

第 1、第 2 个投影方向上的投影结果。可以看到, 对于 LDA ,

三类数据基本也能分开, 但是数据的散度较大; 对于 GDA,

三类数据的分布更加内敛, 散度相对较小。可见 GDA 使得

不同类别样本的特征差别加大, 而同类样本的特征差别减

小, 因而 GDA 所提取的特征比 LDA 的特征更接易于分类。

Fig 1 The projection of training data based on LDA

用 LDA 和 GDA 分别提取特征后, 用最近邻分类器

( KNN)完成分类。GDA 对于核宽有一定的敏感度, 核宽不

同, 分类的正确率相差较大。图 3 所示是在训练样本集上

GDA 在不同的核宽下的分类表现。实验按照 5 倍交叉验证

完成, 核宽范围: 0 01~ 10。可以看出, 核宽较小时, 分类正

确率高; 核宽增大, 分类正确率降低。最好的结果在 ∃= 0 2

时出现, 为0 96。相比 LDA 的 0 909 可以看出, 选择合适的

核宽, GDA 的分类性能远高于 LDA。

同时比较了分别以 PCA 和 KPCA 作为特征提取 ( KNN

为分类器)在交叉验证样本集(训练样本集 )上的分类表现,

如图 4 所示。PCA 和 KPCA 分别取了 2~ 10 个主分量(其中

KPCA 的核宽为 2 0)。可以看出, 当取 2 个主分量时, 基于

PCA 的分类正确率为 0 773, 基于 KPCA 的分类正确率为

0 778。这种分类结果比基于 LDA 和 GDA 的方法差很多,

但是随着维数的增大, 基于 PCA 和 KPCA 方法的分类正确

率提升很快, PCA 取六维、KPCA 取五维时, 分类正确率已

超过了 0 9。基于 KPCA 的分类效果比 PCA 要稍好一些。

对于含有 4 433 条光谱的测试数据集, LDA 的测试光谱
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分类的正确率为 0 852, 其中恒星的分类正确率为 0 952, 类

星体为 0 815, 星系为 0 85。GDA( ∃= 0 2)的测试正确率为

0 936, 其中: 恒星的分类正确率为 0 975, 类星体为 0 94,

星系为 0 906 5(见表 1)。

Table 1 The correct classif ication rate based on LDA and GDA

输入
类别

LDA 分类正确率

S tar Quasar Galaxy

GDA 分类正确率

Star Quasar Galaxy

S tar 0 952 0 032 0 016 0 975 0 025 0

Quasar 0 113 0 815 0 077 0 028 0 94 0 032

Galaxy 0 03 0 12 0 85 0 009 8 0 083 7 0 906 5

由表 1 看出, 经过线性 LDA 变换, Quasar 容易错分为

St ar; 而 Quasar 和 Galaxy 也容易互相错分; Star 和 Galaxy

不容易互相错分。经过非线性的 GDA 变换后, Star , Quasar

和Galaxy 的识别率都有增大, 以 Quasar 的识别率提高最多,

比 LDA 的识别率增加了近 14% , 说明 Quasar 对于基于核的

线性判别方法非常敏感; G alax y的识别率有所上升, 它还是

容易被错分为 Quasar; Star 的识别率上升最小; Quasar 和

Star 在非线性变换下不容易错分了; Star 和 Galaxy 的可分

性也进一步增强。这充分体现了基于核的判别分析的方法的

优越性。

5 总 结

近年来核方法在众多学科都得到广泛应用。本节主要讨

论了基于核的广义判别分析( GDA )算法在光谱分类中的应

用, 并将基于扩展的 F isher 准则函数也纳入到 KFD( kernel

fisher discr iminant)算法的框架中, 即: 在核 PCA 张成的子

空间中进行线性判别分析 ( LDA )可以得到核 F isher 的投影

向量, 前提是去掉 S%
T 的零空间。实验对比了 LDA , GDA,

PCA, KPCA 算法对于恒星、星系和类星体的光谱分类表

现。结果是基于 GDA 的算法对于这三种类型光谱的分类正

确率最高, LDA 次之; 尽管 KPCA 也是基于核的方法, 但是

取低维时其效果不好, 甚至低于 LDA , 基于 PCA 的分类效

果最差(低维时)。这也说明有监督的方法在光谱分类问题上

比无监督的方法具有优势。
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Abstract A kernel based generalized discr iminant analy sis ( GDA) technique is proposed for t he classification o f star s, galax ies,

and quasars. GDA combines the LDA algo rithm w ith kernel t rick, and samples ar e pro jected by nonlinear mapping onto the fea

tur e space F w ith high dimensions, and then LDA is conducted in F . A lso, it could be inferr ed t hat GDA which combines the ex

tension of F isher, s criter ion w ith kernel tr ick is com plementar y to kernel Fisher discriminant framew ork. LDA, GDA , PCA and

KPCA w ere exper imentally compared w ith these three differ ent kinds o f spect ra. Among these four techniques, GDA obtains the

best result, followed by LDA, and PCA is the w orst. A lthough KPCA is also a kernel based technique, its perfo rmance is no t

sat isfacto ry if the selected number of the principal components is small, and in some cases, it appear s even wo rse than LDA, a

non kernel based technique.

Keywords Spect ra classification; Gener alized discriminant analy sis; L inear discr iminant analysis; Kernel principal component

analy sis
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